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ALGORITMY BEZIEROVHO OREZAVANIA

Abstrakt

V tejto praci Studujeme Beézierove krivky na zéklade ich vlastnosti, konverzie medzi
jednotlivymi reprezentaciami kriviek a skimame postupy hl'adania prieniku kriviek
v rovine. PredovSetkym vlastnost’ konvexného obalu Bézierovych kriviek tvori uzol,
pomocou ktorého vySetrujeme prienik kriviek v rovine. Projekt opisuje nase ciele,
kde navrhneme teoretické postupy novych, rozsirenych algoritmov pre vSeobecny
stupen kriviek a pokusime sa rozsirit’ postupy hl'adania prieniku ,,objektov‘ zname v
E® napostupy v E° vyuzitim d’al$ich reprezentécii kriviek.
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ALGORITMY BEZIEROVHO OREZAVANIA

Uvod

Predkladand praca sa zaobera Stidiom Beézierovych kriviek, ich vlastnosti
a nadvézujucich spojitosti s inymi typmi kriviek, ktoré nam davaji podklad pre sku-
manie prienikov kriviek a ¢iar postupom (metddou) Bézierovho orezavania. Proces
hl'adania prieniku, zatial’ dvoch kriviek, sme sa snazili zapisat’ pomocou algoritmov
deliacich sa do troch skupin podl'a objektu skiimania. St to:

o korene polynomov (algoritmus pre hladanie prieniku  krivky
s parametrickou osou x),

e prienik typu priamka - krivka (algoritmus pre hladanie prieniku krivky
s priamkou [ vo vseobecnej polohe)

o prienik typu krivka - krivka (algoritmus pre hladanie prieniku krivky
s inou krivkou)

Je zrejmé, Ze zéklad tejto prace tvori pojem krivky, resp. Ciary a jej geometrické mo-
delovanie. Kazdu krivku mézeme zadéavat’, popisat’ a modifikovat’ pomocou viace-
rych metod zahrnutych v kazdej kapitole. Pre upresnenie, v celom dokumente bu-
deme pracovat’ v rovine, a to s krivkami treticho stupna (n=3).

Prva kapitola tvori prehl'ad reprezentacii kriviek. Spominame ich definicie a zakladné
vlastnosti, ktoré opisujeme v nasledujucich kategoriach. Zadavanie kriviek:

o Analyticky (explicitne, implicitne a parametricky)
e Postupnostou bodov (vznikaju interpolacné a aproximacné krivky)

NajvicSou mierov vsak Studujeme Bezierove krivky, pretoze sa daju 'ahko konStru-
ovat’ a ich velkou vyhodou je vlastnost’ konvexného obalu.

Dalsia kapitola sa tyka problematiky konvexného obalu a problematiky konverzii
medzi jednotlivymi reprezentaciami kriviek, priCom sa snazime analyticky zdovodnit’
niektoré skutoc¢nosti. Urcenie konvexného obalu krivky v rovine sme zjednodusili,
kvoli stupiiu n (rovnajuce sa trom) danej krivky, na hl'adanie konvexnej mnoziny $ty-
roch bodov v rovine.

Do tretej kapitoly sme zahrnuli algoritmy vSetkych troch skupin hl'adania prienikov
a venujeme sa tvorbe tzv. hrubej priamky pri tretom type prieniku.

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE . 6
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ALGORITMY BEZIEROVHO OREZAVANIA

Posledné kapitola (projekt dizertacnej prace) obsahuje informacie tykajuce sa buda-
cej nasej prace, ktord bude spocivat’ predovsSetkym v hl'adani dékazu konvergencie
»iteratného* procesu, t.j. dokaz, Zze po kone€nom pocte krokov orezavania konvex-

ného obalu krivky nastane situdcia, kde vzdialenost’ |tmin,lmaX <g, pre

Loins Lo e<a, b> a pre pevne zvolené e. Dalej sa budeme snazit implementovat

algoritmy do programovej realizacie (Delphi 4.0), ktord bude sluzit’ i ako aplika¢ny
a ilustraény podklad. A v neposlednej miere bude treba Statisticky overit’ spravnost’
rieSenia hladania prieniku kriviek v rovine, t.j. experimentalna podstata rieSenia
problému.

Autor
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ALGORITMY BEZIEROVHO OREZAVANIA

Kapitola 1

Reprezentacie kriviek

Krivky st objekty, ktoré sa velmi casto pouzivaji v pocitacovej grafike
a geometrickom modelovani. St pouzivané napr. pri vytvarani roznych typov simu-
lacii, pri ur€ovani tvarov inych objektov pomocou nich modelovanych, ale hlavne pri
definovani, modifikovani a modelovani objemovych a povrchovych telies. Existuju
viaceré spdsoby, ako reprezentovat’ krivky. Kvoli po¢tu a rozmanitosti reprezentacii
ma kazda z nich svoje vyhody inevyhody. Pre dosiahnutie naSich cielov sa zame-
riame na jednu z najpouZzivanejSich reprezentécii, a to parametricku reprezentaciu.

Definicia 1.1 Krivkou \% E? nazyvame mnozinu bodov
M ={X eE* X =1(t); te(a,b)}, kde f: R— E* je funkcia opisujuca krivku, ¢

je (Casovy) parameter a <a,b> je interval, na ktorom je funkcia f'definovana.

Je zrejmé, Ze tvar a vlastnosti krivky sa tykaji funkcie f'a zaroven aj intervalu <a,b> ,

t.j. definicnému oboru.

1.1  Analytické krivky

Analyticky mbzeme krivku v E* zadat :
o Explicitne vyjadrend krivka moéze byt zadana ako graf spojitej funkcie
v tvare:
y=1(x), xeJ (1.1)
a byva orientovana v smere rastiuceho x krivky ako funkcie. Napr. rovnica

2

b
elipsy ma tvar: y ==,|b* ——zx2 , X€E <—a,a>
a

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE . 8
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ALGORITMY BEZIEROVHO OREZAVANIA

o Implicitné zadavanie krivky ma tvar

F(x,y)=0, (1.2)
x2 y2
napr. rovnica elipsy F(x,y) = —+b——l =0
a
e Parametricky: x= x(t)
y=y(t), teJ (13)
Znova priklad elipsy: x =acost
y =bsint te(0,2n),a>0,b>0

1.2  Interpolac¢né krivky

Zostrojenie interpolacnej krivky spociva v konstrukceii krivky, ktord prechadza da-
nymi uzlovymi bodmi. V numerickej matematike sa na vypocet urcitého integralu
pouzivaju interpolacie pomocou polyndémov. V pocitacovej grafike sa interpoléacia
pouziva na zostrojovanie kriviek pre zadané riadiace body, ktorymi interpolacna
krivka prechadza. Problémom je urcenie hodnoty parametra, pre ktory ziskame dany
riadiaci (urcujuci) bod interpolacnej krivky. Medzi najzndmejsie interpolacné krivky
patri Hermitova kubicka splajnova krivka. Nazov kubika sa pouziva pre krivky 3.
stupna.

1.3  Aproximacné krivky

Pre aproximacénu krivku mame danych niekol’ko bodov, ale vac¢Sinou nepozadujeme,
aby nimi prechadzala. Zaklad konstruovania takychto kriviek polozili Bézier a Cas-
teljau v rokoch 1959-62 a spociva v aproximacii danej krivky pomocou riadiaceho

polygénu. V nasej praci budeme pouzivat tvar kriviek f(¢)=> P@ (), kde P,

1

budll predstavovat’ riadiace body, ktoré urcuji vysledny tvar krivky a 6, (t) budu

tvarovacie funkcie, ktoré definuju, ako vel'mi prislu$né riadiace body posobia na tvar
krivky. Riadiace body tvoria loment ¢iaru B F, ... P, nazvanu riadiaci polygon. Pre-

toze body krivky maju tvar linedrnej kombindcie riadiacich bodov P, suma tvarova-
cich funkcii je rovna jednej, t.]. ZHI (t) =1, pre vsetky ¢. Tento typ krivky ndm déva

dobré vlastnosti pre modelovanie a upravu pre d’alSie pouzitie.

Zakladny priklad predstavuji Beézierove krivky, ktoré s vlastnostou konvexného
obalu nam dévaju dostatocnu vyhodu, pomocou ktorej dokazeme zistit’ prieniky kri-
viek 1 vyssich stupiiov (n>3).

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE . 9
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ALGORITMY BEZIEROVHO OREZAVANIA

1.3.1 Bézierove krivky

Zamerajme sa na polynomické krivky. Krivka v rovine je vyjadrend pomocou funk-
cii, ktorych sturadnice st polynomické funkcie. Jej zdkladné vyjadrenie je

at'+ .. +at+a, a, a, a,| |a, 0
f(t)= = "+ e+ , £,
bt"+ ... +bt+b, b, b, b, | | b, 0
kde n je stupeit polynomu, tvarovacie funkcie su 6 (7)=¢ ariadiace body st

P = [anfi,bnfi]. Pretoze nepozndme presné vztahy medzi tvarom riadiaceho poly-

gonu atvarom krivky, musime skumat’ tvarovacie funkcie, ktoré st vhodné na
modelovanie polynomickych kriviek.

Definicia 1.2 Pre n e N, definujeme (n +l) Bernsteinovych polynomov (funkcii) ako

zobrazenie B, :R —> R, i €0, ... ,n tak, ze plati
n,) . .
B (¢) = ( jt’(l—t)”", 1€(0,1),
' l

n . v rowr . r
kde [ ) j su kombinac¢né ¢isla vyjadrené rekuretne
i

i

n!
_ ak 0<i<n 0!'=1
[”J _ [ il(n-0)! ( ),
0 inak

Vlastnosti Bernsteinovych polynomov
(Bernsteinove polynomy stupnia n taktiez nazyvame Bernsteinovymi bazovymi funkciami stupna n;
Bernsteinove polynomy sa prvykrat objavili v dokaze Weierstrassovej vety)

[9, str. 131-133]

Grafy Bernsteinovych polynomov pre n =1, 2, 3:

W i 1 .
n=1 Bi,l(t):[.jt (l_t)l _B{}l

i S
By, (t)=1-t N
B, ()=t e

0 1
n=2
B, (1) = (i jf’ (1-0)*" By, BZ%.:-"
N S -..___:\ B
2 12
Bl,2 (1) = 21(1 — f) 0’ — | ,
Bz,z (1) = r
MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE 10
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ALGORITMY BEZIEROVHO OREZAVANIA

n=3
B, (1) = (?jt"(l—t)“ I Bos B3
1
Bo,3(t) = (l_t)3 23
B, (t) =3t(1-1)’ 0 |

B, (1) =31’ (1-1)
B, ,(t) = r

Veta 1.2 Vlastnosti Bernsteinovych polynémov:
1. Nezapornost’: B, ,(t) > 0 pre kazdé i, na te<0,1>

Dékaz: ZB (1) = Z( jt(l T=(t+(1-1)) =10

3. B,,(0)=B,,()=1; B,0)=0 i=l,...n;
B,(1)=0 =0, .. n-1

2. Rozklad Jednotky: z B, (t)=1 pre kazdé ¢ <0 1>

4. Svmetria: B, (1-1)=B, ,,(t)  i=0, .. ;n

m ) (n”_ijm

5. Rekurzia (rekurentny vzorec): B, (1)=(1—t)B,, () +B_,, (1),

i=1,..,n, kde
ln l(t):O ; n,n—l(l‘):O

e i
=0 1 i—
( Jf(l t)”’+( 1jt"(l—t)’”:
i—1
T
i

=(1-t)B,, ,(t)+tB_,, ()0

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE 11
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6. Derivacie:
1. derivécia: B',,(t)=n{B,_,, ,()—B,, ()}
Dokaz:

ln' i1 n—i (n_l)n' i n—i-1

=— 1" (1= - ———1f(1- =

i(n—i)! (1=1) i(n—i)! (1=1)

_1\) . —1\! _

__ n(n 1).. il (l—t)'H _ n(n . 1). ti(l—t)"fH _

(l—l)!.(ﬂ—z)! l!(n—z—l)!
= n'Bi—l,n—l (t) _n'Bi,n—l (t) = n{Bi—l,n—l (t) _Bi,n—l (t)} D

2. derivacia: B",,(t)=n(n-1){B_,,,()=2B,,,,()+B,,, (1)}

7. Lokalne Maximum: polyném B, () ma prave jedno lokdlne maximum

i
pre t=—
n

Dékaz: B'i’n(z‘)::i(,jljti_l(l—t)"_"—(n—i)(}?jt"(l—t)”_i_] =0 = =0
1 1 n

8. Mnozina {B,-,n (1), i=0, ... ,n} je bazou vektorového priestoru vsetkych
polyndémov stupiia <n (radu n+1)
Dokaz: vyjadrime B, (¢) ako linearne kombinacie L,¢,¢%, ... ,t" amatica

koeficientov je regularna; Konverzia MONOMIALNA — BERNSTEI-
NOVA BAZA:

n=1 [1-r {=]1 ’]{_11 ﬂ

1 0
n=2 |(1=0) 2(1-1) 2]=[1 ¢ 7]|2 2
I 21
n=3
I 0 0 O
-3 3 0 0
[(1—t)3 3t(1-1)" 312 (1-1) tﬂ:[l t 1] s e 3o
1

-1 3 -3

MB
Dalej vyjadrime prvky monomialnej bazy prvkami Bernsteinovej, pretoze
s v praxi Casto pouzivané; Konverzia BERNSTEINOVA — MONO-
MIALNA BAZA:

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE ) 12
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n=1 1 d=[1-¢ t]B ‘H

1 0 O
n=2 [1¢2]=[(1-0) 2(1-1) 2][1 12 0
1 1 1
n=3
I 0 0 O
113 0 0
1 2 .3 — 1_ 3 1_ 2 2 1_ 3
(1t 77] [( 1) 3t(1-1)" 34 t)t}l 23 13 0
I 1 I 1
My

PretoZze matica M, je trojuholnikova ina diagondle sa nenachadza

nula, matica M, bude existovat’. (]

Ked’Ze mame uz zadefinované tvarovacie funkcie, mézeme prejst’ na definovanie kri-
viek pomocou nich uréenych.

Definicia 1.3 Nech V,,V, ..,V je dand postupnost’ bodov v rovine a funkcie
B, (1), te<0,l> su Bernsteinove polynémy. Potom krivka v E?, ktorej stradnice

vyhovuja rovnici
B)=Y B, (1)V,, te(0.1)
i=0

(1.4)
nazyvame Beézierova krivka n-t¢ho stupiia. Lomend ciara spdjajuca body
V,,V,, ...,V sanazyva riadiaci polygon Bezierovej krivky.

Vlastnosti Beézierovych kriviek
B(t)=> B, (1)V, 1e(0,1)
i=0
VO
. Vi
Maticovy zapis: B(¢) = l:BO,n B, @) ..B,, (t)] :

\Y

n

Parametrické vyjadrenie v 3D: V,(x,,y,,z,)

(=3 B, (O

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE ) 13
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ALGORITMY BEZIEROVHO OREZAVANIA

¥ =Y B, (0)y,  te{0,1)
i=0
z(1) = Z B, ,(1)z,
i=0
Veta 1.3 Vlastnosti Bezierovych kriviek:

I. Interpolicia koncovych bodov riadiaceho polygonu V,V :
B(0) =YV, B(1)=V, (vlastnost’

3)

II. Konvexny obal: Bezierova krivka lezi v konvexnom obale ur¢enom
svojimi riadiacimi vrcholmi.

Dokaz: vyplyva zo skuto¢nosti, ze Bernsteinove polynomy st nezdporné
(vlastnost’ 1) a spliiaju rozklad jednotky (vlastnost’ 2), potom bod ako
linearna kombindcia bodov s nezdpornymi koeficientmi je bod
z konvexného obalu riadiacich bodov Bézierovej krivky.

III. Invariantnost’ vzhl'adom na
a) afinnu transformaciu T priestoru

T(Z B, (r)V,.] = 2B, (OT(V)
i=0 i=0
b) afinnu transformaciu parametra

iBi,n(t)Vi = iB[’n (u—ajVi , U e<a,b> , te<0,l>
i=0 i=0 —da

b

Doékaz a): vyplyva zo zachovania barycentrickych kombinacii bodov pri afin-

nej transformacii.
Dokaz b): [12, str. 293-294]

IV. Pseudolokalne riadenie:

Bernsteinov polynom B, (f) ma jediné lokdlne maximum pre ¢t =—. To
' n

znamend, ze ak sa zmeni jediny vrchol krivky V,, tak sa zmeni len je-

diny ¢len analytického vyjadrenia krivky ato B, ,(¢)V,. Tento sa vSak

. . . i . ;
najviac zmeni v okoli parametra ¢t =— (-priblizne; ak sa zmeni V, 03
n

jednotky, krivka sa zmeni o 1 jednotku)

V. Svmetrickost’ (sumernost’)

B(t) = Z(;B_,-,n OV, = Z(;B,-,n (1-09V,;
j= j=

MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE ) 14
FMFI1 UK, MLYNSKA DOLINA, 842 48 BRATISLAVA, SLOVENSKA REPUBLIKA



ALGORITMY BEZIEROVHO OREZAVANIA

Dékaz: ZBM (-t Vlasmost423n jn(z)v' ZB.,n(t)V,..I:I

symetria /=

V1. Derivacie Bezierovej krivky:

n—1
1. derivicia: B'(¢)= ”Z B, ,_,(1).AV,

i=0

n—2
2. derivacia: B"(t)= n(n—l)ZBl.,H 0)(V,, -2V, +V,)

i=0
n!
. AV,
r (I’l 7")' pr zn r(t)
kde AV, = 3(-1)” (rjvj
j=0 J
Dokaz 1:
BO= {ZBi’n (t)\ll:| B ZB OV  Vlastnost GZ (BH’”_I ()~ Bi’”_l (Z))V -
i=0 = =0
n n-l1 n-1
= nZBi—l,n—l (V, _nzBi,n—l @OV, transfo:rma(:]enzBl OV, nZBi,n—l OV, =
i=1 i=0 indexu i=0
n—1 n—1
= nZ B, (0(V.=V,)=n) AV.B, ()= [nAV]B,, (0O
—_— i=0 i=0

AV,
teda B'(t) je Bezierova krivka (n-1) stupiia vo vektorovej zlozke E’
s riadiacimi vrcholmi nAV,, i=0,1, ... ,n—1

2 AV;

WV,

Obr.1 Derivacia Bézierovej krivky

1
H_/
(Vm -V ):AViH —AV;

n—2
Dokaz 2: B"(t)=n(n—-1) Z A(AV,) B, ()=
i=0

n=2 n=2
=n(n=1)3 (AV,,=AV,)B,,()=n(n=1)3 (V., =2V, +V,) B, (1)
i=0 i=0
MGR. VLADIMIR PALAJ, KAGDM, ODDELENIE GEOMETRIE 15
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Pre koncové body Bezierovej krivky B(z) = ZBi,n(t)Vi :

i=0
n—1

B'(0)=n)Y_ B, (0)AV, =nAV, =n(V,-V,)

i=0

n—1
B'(1)= nZB[,H(l)AV[ =n(V,-V,_,)
i=0

Geometricka interpretacia 1. derivacie (vektor) v koncovych bodoch: je rov-
nobeznd sprvou resp. poslednou stranou

riadiaceho  polygonu
V,V,, ..,V _V .

v V.
\_\\
N\
\
\
\__\
! I,
v,
Obr.2 Geometrickd interpretacia prvej
derivacie v koncovych bodoch
n-2
B" z i+2 2‘Il+l+‘71)Bi,n—2 (0)=n(n—1)(V2—2V1+V0)
i=0
n 2
B"( -2V, +V)B,, ,(0)=n(n-1)(V,, -2V, +V,)
i= O

Geometricka interpretacia 2. derivacie (vektor) v koncovych bodoch:
druha derivacia je rovnobezna s uhloprieCckou rovnobeznika vytvoreného
troma bodmi: V, V|V,

v.,V.V,

n-2 " n-1
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ALGORITMY BEZIEROVHO OREZAVANIA

Obr.3 Geometrickd interpreticia druhej
derivacie v koncovych bodoch

1.3.2 Splajnové krivky

Pretoze Bézierove krivky maji nevyhodu v tom, Ze pri zmene uz len jedného vrcholu
riadiacej lomenej Ciary sa zmeni celd Bézierova krivka, bude vyhodné pracovat’ aj
s inymi typmi kriviek, ktoré takéto nedostatky odstranuja, priCom vsak nie je vyla-
cené, Ze su bez akychkol'vek nedostatkov. Jednou z takychto skupin je skupina splaj-
novych kriviek, do ktorej patria:

o Splajnové krivky (fixované (Clamped), prirodzené, cyklické, acyklicke,
kardinalne)
B-splajnové krivky
f-splajnové krivky
NURBS (=Non Uniform Rational B-Spline)
Catmullove-Romove splajnové krivky
y-splajnové krivky
Ny-splajnové krivku
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ALGORITMY BEZIEROVHO OREZAVANIA

Kapitola 2

Metoda Beézierovho orezavania

Beézierove orezavanie (Bezier clipping) je iterativna metdda pre vysetrenie prieniku
Bezierovej krivky s priamkou, ktord vyuziva vlastnost’ konvexného obalu Béziero-
vych kriviek a iterativne orezava tie Casti krivky, ktoré nepretinaju danu priamku.
Metoda bola vyvinuta pre raytracing Bezierovych ploch.

Vyhody:

aplikovatelnost pre polynomy vyssich stuprnov

robustnost’

najdenie vSetkych rieSeni

rychly test nepretinania sa

pracovanie iba s linearnymi rovnicami v kazdom kroku iterdcie

2.1 Konvexny obal

2.1.1 Motivacia

Tvar mnoziny bodov v rovine nesie subjektivny aspekt; pre dani mnozinu bodov
moze kazdy vidiet’ iny tvar. Jednym z takychto tvarov mnoziny bodov v rovine po-
vazujeme ich konvexny obal.

Konvexny obal si mozno predstavit’ ako gumené vlakno ,,natiahnuté* okolo klince-
kov zapichnutych v riadiacich vrcholoch Bézierovej krivky. Konvexny obal ur¢ime
ako uzavrety mnohouholnik s jeho vnutrom, pozri [5, str. 25-48]

Definicia 2.1 Konvexnou mnozinou alebo konvexnym [geometrickym] utvarom bu-
deme nazyvat’ 'ubovolnu neprdzdnu mnozinu bodov, ktord ma nasledujucu vlast-
nost: pre kazdé¢ dva r6zne body mnoziny patri mnoZine celd usecka nimi urcena.
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Definicia 2.2 Nech je dand mnozina bodov M. Konvexnym obalom mnoziny M nazy-
vame najmens$iu konvexni mnozinu, ktord obsahuje dani mnozinu M.

2.1.2 Urd¢enie konvexného obalu

Pretoze budeme pracovat iba s konvexnym obalom Styroch bodov riadiacej lomene;j
Ciary, ur¢ime konvexny obal Bezierovej krivky stupiia 3 nasledovne:

Veta 2.1 Konvexny obal Styroch bodov vo vSeobecnosti je konvexny Stvoruholnik,
ktorého vrcholmi su dané body a v Specidlnych pripadoch to méze byt trojuholnik;
ak st body kolinedrne, moze to byt usecka alebo bod.

Konvexny obal Styroch bodov ilustrujeme na prikladoch, obr. 4.

Ya Ya

V; =V,=V, =V, =V, _ V,=V,
e VO /“ -‘Tl ® —
o azh » x=t ) B + b » x=t
YA Y
v, $ \/
v V3
o P
‘-‘““‘-73-—.._____-‘_ V_, > x=t V{) ““-.,__HH
= - i > = & 4 ‘HV 5 » x=t

Obr.4 Konvexny obal Styroch bodov v rovine

2.2 Reparametrizacia 'ubovol’ného intervalu Beziero-
vej krivky

Vyhodné je pracovat’ s Bézierovymi krivkami, kde lokdlny parameter ¢ € <0,1>. Av-

Sak, vzhl'adom na globdlny parameter u, mdzeme Bezierovu krivku pisat’ v tvare pre
tzv. l'ubovolny interval

é(”) = iViBi,n (uu_&} ue <umin’umax>
i=0

—Uu

max min

a nazyvame to reparametrizaciou zakladnej Bézierovej krivky

B(t) = Zn:Vl.Bm (1) t€(0,1).
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2.3 Konverzia medzi reprezentaciami

Pokiisme sa najskor predpripravit niektoré vztahy vyuzijic zdkladné poznatky
o Bézierovych krivkach. NapiSme vztah (1.4) pre kubické krivky v maticovom za-
pise

VO
Vl
B0 -[Bu() By(0) B,() B,(0] Y| e
2
V3
kde B, (1) :{fjt‘ (1—t)3_i, i €{0,1,2,3} s Bernsteinove polynomy, teda

VO
B()=[(1-1) 3(1-0f1 3(-0)¢ £
V2
V3

Polynomy (polynomicke krivky) su zvyCajne myslené ako kombinacie monomov, su to
1, t, £*, £ v pripade kubickej krivky. Preto mdzeme prepisat’ vztah (2.1) takto

B()=V,.(1-1) +V,.3(1-1) 1+ V,.3(1-1)* + V,.1* =
=V, +(-3V, +3V,)t+(3V, -6V, +3V, )1’ +(=V, +3V, =3V, + V, )’

(2.2)
Pouzijeme znovu maticovy zépis pre krivku B(?)
1 0 0 0V,
-3 3 0 0|V
Bi)=|1 ¢t ¢ ¢ . 23
® [ ] 3 -6 3 0]V, 23)
-1 3 3 1||V,

Vztahom (2.3) sme uviedli vyjadrenie Bézierovej kubiky v monomialnom tvare.
Uvazujme dva pripady:

o ak je krivka tretieho stupna vyjadrenda v monomidalnom tvare (podkapitola

2.3.1)
o ak je krivka tretieho stupnia vyjadrend ako polynomicka funkcia s parametrom
t (podkapitola 2.3.2)
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2.3.1 Konverzia Monomialny - Bezierov tvar (CMB) a Bézierov —
Monomialny tvar (CBM)

Nech je krivka treticho stupna vyjadrend v monomidlnom tvare, mézeme pisat’
B(t)=a,+at+a,t’ +a,’ ! 2.4)

Prvky a, nazvime monomidlne riadiace body [9, str. 156-158]. Toto vyjadrenie

dokézeme jednoducho prepisat’ do maticového zapisu

aO
B)=[1 t £ ¢] al 2.5)
aZ
a3
Porovnanim zapisov (2.3) a (2.5) dostavame
a, 1 0 0 0|V,
a, -3 3 0 0|V,
a,| |3 -6 3 0|V,
a, -1 3 3 1]V,
a=M,-V,. (2.6)

Teda vstupnymi Gdajmi st stradnice riadiacich vrcholov V, a vystupnymi mono-
midlne riadiace body a, krivky B(¢) avypocet nazyvame konverziou Bézierovej

krivky zadanej svojimi riadiacimi vrcholmi na krivku vyjadreni v monomialnom
tvare, ozn. CBM.
Ak potrebujeme vyjadrit’ riadiace vrcholy V, Bézierovej kubiky, vyuZzijeme konver-

ziu Bezierov — Monomialny tvar

v,7 [1 0 0 0],
1
Vi :1 3 00 q
Vil |1 2 5 0fa,
Vil 111 1]l
V.=M,'-a, 2.7)

kde M;' je inverzna matica k matici M ,. Teda vstupnymi dajmi st v tomto pripade

monomidlne riadiace body a, a vystupnymi stiradnice riadiacich vrcholov V, krivky

! Pre doplnenie, v E 2 polynomicka krivka stupnia n» v monomialnom tvare sa chape ako
a,+at+ra,l’ +..+at =(py+pt+pt +.o.+pt, g+ qt+ gt +...+qt")kde

a, =[py4,]. - a,=[pr.9,]
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B(#) a vypocet nazyvame konverziou Bezierovej krivky zadanej svojimi riadiacimi
vrcholmi na krivku vyjadrent v monomidlnom tvare, ozn. CMB.
V pripade, Ze je zadand postupnost’ bodovV,, V,,V,,V,, resp. si zndme mono-

miélne riadiace body a,, a,, a,, a,, vieme prvky matic M,, M,' zapisat’ pomocou
kombinacnych ¢isel. Teda predchadzajici text mézeme zhrnat’ do vety 2.2.

Veta 2.2 Nech
a=[a0 a a, a3]T9 V:[Vo vV, Vv, V3]T

a nech matice M ,, M ', st definované nasledovne

M, -, - {(-l)’f o ks
| 0 inak
(ll) aki>j
My =M =:() |
0 inak

kde 0<i,j<3. Teraz dostaneme vyjadrenie pre monomidlne riadiace body a,
a Bézierove riadiace vrcholy V,

Q=S () V. o
)

Priklad 2.1 ZapiSte Beézierovu krivku danuriadiacimi vrcholmi V, :[1, 2],
V, = [—2,4] , V,= [6,7], vV, :[4,4] v monomialnom tvare.

Riesenie. Vyuzijeme konverziu CBM takto
1 0 0 o1 2 1 2

-3 3 0 0} -2 4 -9 6

3 -6 3 0}|l6 7 33 3
-1 3 3 1| 4 4 =21 -7

Teda krivku v monomialnom tvare piseme (1 —9t+33t* 211,24+ 6t + 3% — 7t3) .

Priklad 2.2 Nech (4 — 2+ 470,143 —4t3) je monomialne vyjadrenie kubickej

krivky. Vy¢islite riadiace Beézierove vrcholy.
Riesenie. Vyuzijeme konverziu CMB takto
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100 0[g4 1 4 1
1500—20:§1
12 1 ofl1 3 2|
3 3

111 1jL7 -4 [10 0

Takze riadiace body Bé_zierovej kubiky su V,=[4,1], V,=[10/3,1], V,=[3,2],
Vv, =[10,0].

2.3.2 Konverzia Polynomicky — Bézierov tvar (CPB) a Bézierov —
Polynomicky tvar (CBP)

Nech je krivka treticho stuptia vyjadrena ako graf polynomickej funkcie
s parametrom ¢, moZeme pisat’

y=v(t)=a,+at+a,t’ +a,t’ (2.9)
kde a, st skalary. Hovorime o tzv. funkciondlnej krivke y =v(t) 2 ktora sa radi me-

dzi neparametrické krivky [1, str. 48-56].
Pokiisme sa teraz prepisat” funkciondlnu polynomickt krivku stupiia 3 do podoby
Bezierovej kubiky. Krivka, ktora sme opisali v (1.3), mdéze byt myslena ako paramet-

rickd krivka tvaru
AL o

Zamerajme sa najskor na parameter ¢ € <0,1> . Nech je dana krivka ako polynomicka
funkcia s parametrom ¢, t.].

y=B(t)=a,+at+a,t’ +a;t’ pre 1 €(0,1).
Teda polynomickt krivku vieme podla vztahu (2.10) prepisat’ ako parametrickt
krivku prislusného stupna

t t
B(t) = = te(0,1).
© L‘o +at+at + af} L(IJ pre £ €{0.1)

Dalej nech r,, I, I,, I; st polohové vektory Styroch bodov, ktorymi ma prechadzat
(ktoré¢ ma interpolovat’) Bezierova kubika B(z) (obr.5). Tieto body r,, I, I,, I, st
body krivky pre hodnoty parametra f,=0,¢ =1/3,¢,=2/3,t, =1 (vSeobecne
t,=iln, i€{0,1, ...,n}, n=3),t].

r,.:B(ij{ i3 i 3}
3) |a,+a,(i/3)+a,(i/3) +a,(i/3)

(2.11)

2 Tj. explicitne vyjadrena krivka
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v
4 V =1/3.0]
V, :[('},vq_]_’ ‘,..—\ \ Y =u(t)
[ To=t . (P
' \ B / o
— ! \\_\ Y v, 4 - [ 3 t
0 1/3 \2/3,/ 1

| e ‘7_} =[2/;_;,1.‘2]

Obr.S5 Konverzia Polynomicky — Bezierov
tvar (CPB)

Vychédzajme zo vztahu (1.3). Ked'ze parameter ¢ =i/3, dostdvame
1 0 0 0|V,

: o v l-3 3 0 0 Vv,
B(s):[l 3 (5) (3)} 3 -6 3 0|V, @12)
-1 3 3 1|V,
apre i =0,1,2,3 moZeme zapisat’
B(O)_IOOO_l 0 0V,
B |1t s s 3 0 o),
- 2 4
|3(§)1§5273—630V2
B(l) 11 1) -1 3 3 1|V,
BO)| 11 0 0 ofv,
1
B)| |5 & 2 4|V .
1 6 12 ’
()| |5 & 5 2|V
B(1)| LO 0 0 1] Vi
Po dosadeni (2.13) do prvej z rovnosti (2.11) dostavame
r, 10 0 0],
8 12 6 1
L |z v n =V
Ll g v omow| v
] 1o 0o o0 1]V
N =MV, (2.14)

Teda vstupnymi udajmi st suradnice riadiacich vrcholov V, a vystupnymi body T,
krivky B(#) avypocet nazyvame konverziou Bézierovej krivky zadanej svojimi
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riadiacimi vrcholmi na krivku vyjadrenu ako polynomicku funkciu, ozn. CBP.
K vy¢islovaniu riadiacich vrcholov V,, i =0,1,2,3 staci previest’ (2.14) na
1 0 0 0]

VO rO
-15 54 =27 6
Vills & & |6
V.| | & 2 s sy
2 18 18 18 18 2
Vil o 0 0 1[5
-l
V. =M T, (2.15)

, . , . -1 , v ~ 7 4
Dostavame inverzni maticu M, = M ., pre vypocet zvySnych neznamych vrcho-
lov V,, V, Beézierovej krivky. Maticovi rovnost’ (2.15) mézeme znovu zapisat’ ako

sustavu rovnosti

15 54 27 6
= T ght o oLt
18 ° 18 18 ° 18
= ir —ﬂr +ﬁr —Er
P18’ 18 18 18
V,=r,.
Teda vstupnymi tidajmi st body r, krivky B(#) a vystupnymi stradnice riadiacich
vrcholov V., avypocet nazyvame konverziou Bezierovej krivky zadanej svojimi
riadiacimi vrcholmi na krivku vyjadrent ako polynomicku funkciu, ozn. CPB.
Priamo z (2.15) vyplyva, Ze pre prvé sturadnice bodov V, davaji rovnosti hodnoty
i/3,kde ie <O,1>. Teda vypocet sa zjednodusi na vypocet iba druhych stradnic bo-
dov V, a moZeme pisat’
v, = 1
15 54 27 6
—Sh T oh T ht ok
18 18 18 18
V,= ir —Zr +ﬁr —Er
g’ 18t 18t 18’
V=1 (2.16)

V=

Ak by sme uvazovali o krivke (ako polynomickej funkcii) na 'ubovolnom intervale
te <a,b> , hodnoty parametra ¢ sa pre urovanie bodov r,, r,, I,, I;(a tym aj bodov

riadiacej lomenej ciary V,V,,V,,V,) zmenia z tzé, kde i={0,1,2,3} na

i (b—a) ) ) . ) ) , '
t=a+————= pre i = {0, 1,2, 3}. Konkrétne pri Bézierovom orezdvani v E~ [kapi-

tola 3.1] budeme pri kazdej iteracii danej krivky vyuzivat’ metodu konverzie CPB pri
vypocte druhych suradnic tych neznamych vrcholov, ktoré odpovedaji hodnotdm pa-
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rametra t =a+ ,kde i = {1,2} , teda okrem prvého a posledného vrcholu, pre-

i(b—a)
3

toze tie su dopredu zndme. Je to rychly a nendro¢ny vypocet, pri ktorom vSak ne-
smieme zabudat’ na fakt, ze spoc¢iatku pracujeme s intervalom ¢ € <a,b> , no neskor sa

te <aj,bj> c <a,b>, je {0,1, } Pri deleni intervalu <a,b> dostavame usporiadanti

$tvoricu hodnot
1.(b- 2.(b-
a,a+ ( a),a+ ( a),b = a’2a+b’a+2b’b =<a,c,d,b>,akojeuvedené
3 3 3 3
na obrazku 6.
Ua
e i ——

Obr. 6 Delenie intervalu (a,b) polynomic-
kej funkcie

Priklad 2.3  Vypocitajte ~ Beézierove  riadiace  vrcholy  polyndému
y=w(t)=2-16t+14¢=7¢, 1 €(0,1).

Riesenie. Pre hodnoty parametra t,=0,7 =1/3, ¢, =2/3, t; =1 vypocitajme body
r,, I, I,, I;, st tobody na krivke.

v(0)=2-16.0+24.0° 7.0’ =2 r, =[0,2]
v(1/3)=2-16.(1/3)+24.(1/3)" =7.(1/3)’ =-25/27 r, =[1/3,-25/27]
v(2/3)=2-16.(2/3)+24.(2/3) = 7.(2/3)’ =-2/27 r, =[2/3,-2/27]
v(1)=2-16.1+24.1°-7.1' =3 r, =[1,3]
Vyuzijeme konverziu CPB takto
‘1 0 0 o]0 2] [0 2]
EERE A . s
18 18 18 18 3 27 — 3 3
6 2 s 1sfl2 o272 2
18 18 18 18 3 27 3 3
0 0 0 1]t 3] |1 3

Takze riadiace body Bézierovej kubiky su V,=[0,2], V, =[1/3,-10/3],
V, =[2/3,-2/3], V, =[1,3], ktoré interpoluje body r, r,, I, ;.
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2.4 Geometricka konstrukcia bodov V,, V,

Veta 2.3 Bod riadiaceho polygonu V, je prieseénikom priamky m: x—1/3=0
s dotyCnicou n ku grafu funkcie B(¢) v bode V.
Dokaz: Derivacia krivky v bode V, (t). pre t=0) ma tvar
B'(O) =3>(V1 —VO) .
NapiSme rovnice priamok m, n. Priamka m je dana rovnicou
m: x—1/3=0.
Preto ak ma bod V, incidovat’ s priamkou m, jeho prva stradnica je tym jednoznacne

uréend; v’ =1/3. Vyplyva to izo vzorca (2.16). Priamku n zapiSeme v parametric-

kom vyjadreni n: X=V, +3(V, =V, )5, kde seR a (V, =V, ):(1/3,% -v )
x=0+3.ls
3

y=v, +3.(vly —vg)s, selR.
Zistime prienik priamok m, n
mon: y:vg+3.(vly—vg).1/3:vly
x=1/3.

Bod so suradnicami [l/ 3,v ] je prienikom priamok m a n (obr.7). [

Obr.7 Geometricka konStrukcia bodov
VI’VZ

Analogicky sa da dokazat’ nasledujuca veta.
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Veta 2.3 Bod riadiaceho polygéonu V, je priesenikom priamky p: x—2/3=0
s doty¢nicou ¢ ku grafu funkcie B(¢) v bode V,.
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Kapitola 3

Algoritmy Bezierovho orezavania

3.1 Korene polynomov

Problematika hl'adania korefiov polynémov spociva v hl'adani prieniku osi ¢ (stotoz-
nena s osou x) s grafom daného polyndému (polynomickej funkcie). Nasou tlohou
bude najst mnozinu vietkych korefiov vyuzijuc tzv. metédu orezdvania® konvexného
obalu krivky (obr.13); pozri [10]. Krivka je zadand ako polynomickéd funkcia
s parametrom ¢, t.].
y=v(t)=a,+at+ .. +art", te(a,b)
Proces vySetrovania korefiov polynomov uvedieme na priklade kubickej Bézierovej
3
krivky B(f)=)Y_B(¢)V,, pre t&{a,b), teda aj polynomickej funkcie stupiia 3
i=0
(V(t)=a,+at+at’ +a,t’).
Aby sme vylucili tie pripady poldh kriviek, kedy nie je potrebné pocitat’ prienik
krivky a priamky (parametrickej osi #), urobime predspracovanie tymito dvomi tes-
tami.

Test A
(vylucenie pripadov metédou prieniku konvexného obalu Bézierovej krivky
a parametrickej osi x)

Parametricka os x v rovine je dand rovnicou y =0 (ax +by+c=0,kdea=c= 0) a

rozdel'uje rovinu na dve polroviny.

3 7 anglického clipping
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Tvrdenie 3.1 Ak body roviny X =[x, y] spiiiaju podmienku ax+ by +c >0, patria
jednej polrovine, ak viak spliiaju podmienku ax+by+c <0, patria do druhej pol-
roviny.

Inak povedané, ak hodnoty druhych stradnic bodov X =[x, y] su vSetky vicsie ako
nula, patria jednej polrovine; ak su vSetky menSie ako nula, patria druhej polrovine.
Na zéklade tohto tvrdenia vyrieSime, ¢i ma krivka prienik s osou x. Ak vSetky body
V. =[x,y], i€0,..,3 radiaccho polygonu lezia v jednej polrovine, t.;.

1

Vi:ax,+by,+c>0,resp. Vi:ax,+by,+c<0, os x nepretina konvexny obal riadia-

cich vrcholov krivky. Pretoze krivka lezi v konvexnom obale svojich riadiacich vr-
cholov, os x nepretina ani krivku. V pripade, ak aspon jeden bod riadiaceho polygonu
krivky lezi v opac¢nej polrovine (t.J. konvexny obal krivky ma prienik s osou x), pred-
pokladdme prienik samotnej krivky s danou osou x. Tymto spdsobom vyluc¢ime ,,ne-
vhodné* pripady. Na ilustraciu uvadzame niektoré pripady, obr. 8.

YA

Obr. 8 Prienik konvexného obalu Bézierovej
krivky a parametrickej osi x

Test B

(prieniku konvexného obalu Bézierovej krivky s osou ?)
Test vyuziva, ako z nazvu vyplyva, vlastnost’ konvexného obalu Bézierovych kriviek
z vety 1.3.11. Na zdklade tejto vlastnosti vieme zistit’, v ktorych pripadoch krivka ur-
Cite nepretina os ¢, resp. ak pretina, tak s istotou dokazeme vyriesit’ iba pripady, ked’
prienikom konvexného obalu s osou ¢ je zaciatocny alebo koncovy bod riadiacej lo-
menej Ciary, a teda aj bod krivky. Na obrazkoch 9 — 11 su ilustrované niektoré pri-
pady, konkrétne tie, pre ktoré konvexny obal pretina os ¢ v Specifickej oblasti, a to
napr. vo vrcholoch, strandch konvexného obalu a niektorych tseckach tvorenych vr-
cholmi konvexného obalu. Konvexny obal riadiacich vrcholov Beézierovej krivky
oznacime KO. Pre Bézierovu kubiku mozu nastat’ nasledovné pripady:

e KON¢=0; vtedy krivka nepretina os 7, t.j. B(¢)1=¢
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Ya

(!. 0. c: d b

Obr.9 Prienik konvexného obalu Bézierovej
krivKky s osou 7 — prazdna mnoZina

aki=1v i=2,takB(t)Nt =0

« KONi={V,},ie{0,...3} aki=0 v i=3, tak B(¢)Nr ={z,}

Ua Ya

» x=t » x=t

Ya
+ ! I+ + + . o — + ] + ¥ + »xz
a0 c d b ot a O c d b t

Obr.10 Prienik konvexného obalu Bézierovej krivky s osou 7 — jeden bod

e KONt=usecka PQ; B(1)Nt mdze byt O, {1,1,.6,}, {15}, {1}, (a.b),
kde ¢,,1,,t, e(a,b>

y
Ya 4
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Ya
Ya _J
! - yd ~
) ':// .‘"-._\. ./ Vi S <

> 7 "\.\ y g
/ \‘ a/ » =t

= + + p 5 t L

Ya
a0 e a p— > x=t

Obr. 11 Prienik konvexného obalu Bézierovej krivky s osou 7 — isecka

Vratme sa spdt ku koreiom polyndmov. Nech je dany polynéom
y=v(t)=a,+at+a,t’ +a,t’, te <a,b>.

PT algoritmus (Polynom-Parametric axis t algorithm):

1. Urcenie vrcholov riadiacej lomenej Ciary pre f,=a a pre t,=b:

V, :[a,v(a)], V, :[b,v(b)]

a CPB — t]. proces zistenia zvySnych Beézierovych riadiacich vrcholov

2a+b a+2b 2a+b a+2b
V, = 3 A I A 3 ,V, | pre ¢, = 3 , = 3

y=v(t)

1=

_— V[100)]

p—

o
V,[#3.0,]

Obr. 12 Zadanie CL algoritmu a konverzia CPB pre ¢ intervalu (a,b)
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2. Urcenie konvexného obalu krivky B(?)

3. TestA
(vylucenie ,,nevhodnych® pripadov metdédou prieniku konvexného obalu
Bezierovej krivky a parametrickej osi x)
4. TestB
(prienik konvexného obalu Bézierovej krivky s osou ¢)
Ak KOt je use¢ka PQ,

tak body P,Q lezia na priamke ¢ a maju stradnice P=[tmm,0],
Q=[t,ux,0] a prejst na krok 5,
inak ak KON¢ jebod V,, i€{0,...,3},
tak aki=0vi=3,
tak B(1)Ne={t}.
inak B(1)Nr =&
inak B(¢)N¢ = aalgoritmus skon¢i.

5. Pre hodnoty ¢

B (t e
6. TestC
(percentudlne porovnanie zmeny novovzniknutého intervalu <t t >

min > “max

vycCislit body odpovedajuce na krivke B(tmin),

min ? tmax ’

) zadanej krivky B(7). Dostdvame novi ,,orezana* krivku.

voci pévodnému <a, b> , resp. predchadzajicemu intervalu) *
Ak |t <Slb-a

max tmin

tak chod’ na krok 7,

b

| tmax min

inak pre 7, = rozdel' Bézierovu krivku B(?) na dve nové

Bézierove krivky B'(1), re(t,,.0), B*(t), 1€(ty,t,, ) aspif na
krok 1 pre obidve nove krivky.

7. Spét na krok 2. PT algoritmus sa zastavi, ked’ vzdialenost’ |¢_. ,¢

min > “max

<¢&.

Parametre J, ¢ st dopredu pevne zvolené, napr. vzdialenostny parameter inter-
valu <tmm, tmax> po orezani méze mat’ hodnotu &=0,005 a parameter
percentualnej] zmeny novovzniknutého intervalu voci predchadzajucemu
0 =0,85. Hodnoty parametrov st zatial odhadnuté. Ich presnejSie odhady
budl zname az po experimentalnej Casti projektu.

Inak povedané, ak sa pri opakovanom orezavani nezmenil predchédzajuci interval
<tmin,tmax> voc¢i novovzniknutému o viac ako napr. 15%, mozeme predpokladat

viac korefiov polynému. Vtedy sa interval rozdeli na 2 menSie intervaly
a pokracujeme s orezavanim pre kazdu Cast’ samostatne.
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(b) po 1. orezani

Obr. 13 PT algoritmus

Musime pripomenut, ze vystupnymi hodnotami PT algoritmu st najviac tri (0 az 3)
korene polynému. Pretoze algoritmus dava pri kazdom orezani ako navratova hod-
< &, budeme

notu interval <t t >, skuto¢nost’, ze nastane situacia, ked’ |t

min * “max min ° tmax

povazovat za cielova a ako pribliznil hodnotu korenia polynomu prehlasime stred in-
tervalu <t t > .

min > “max

3.2 Prieniky typu KRIVKA — PRIAMKA

Problém vySetrovania prieniku priamky s krivkou sa budeme snazit’ previest’ na typ
ulohy hl'adania korenov polyndémov. Zakladnym krokom algoritmu bude vytvorenie
,hovej“ Beézierovej krivky; presnejSie budeme urcovat’ jej riadiace vrcholy

D = [g,d,], i=0,1,2,3 tak, Ze stiradnica d, bude vyjadrovat’ orientovani vzdiale-

1

nost’ riadiaceho vrcholu V; od priamky. Samozrejme, aj tu uvadzame priklad Bezie-

rovej kubiky.
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3
Nech je dané Bézierova krivka B(f) =" B,;(¢)V,, kde V,=[v/;v/ |, 1€(0,1), teda
i=0
jej parametrické vyjadrenie

X0 =2 B (e, yO=2 B (e) G.1)

a nech priamka / je zadana implicitne
l: ax+by+c=0.
Koeficienty a, b, ¢ st upravené tak, aby platilo a’ +5b* =1. VySetrujme bod na Bézie-
rovej krivke tak, aby zaroven patril priamke /, t.j. bod, ktory ma od priamky / nulova
vzdialenost’. Pre kazdy bod krivky vieme vyjadrit’ jeho orientovant vzdialenost’
d(t)=ax(t)+by(t)+c (3.2)
Po dosadeni parametrickych rovnic (3.1) Bézierovej krivky do (3.2) dostdvame

3 3 3
d(t)=a) B (t)v; +bD_ B (W +c Y B (1) =
i=0

i=0 i=0 i
=1
=3 (a4 +e) B (1) =D, (1) (3.3)
=0 YV i=0

d;
Funkciu d(t) nazyvame vzdialenostnou funkciou aje to vlastne Bezierova funkcia
tretiecho stupnia. V (3.3) sme oznacili
d,=av; +bv +c (3.4)
a pre vypocet orientovanej vzdialenosti bodu od priamky sa pouziva vzt'ah
av; +bv] +c

V nasom pripade a’+b”> =1, preto (3.4) bude urCovat’ orientovant vzdialenost' d,

d = (3.5)

riadiaceho vrcholu V, od priamky /. Predchadzajuci postup budeme povaZovat za
dokaz nasledujticej lemy.

Lema 3.1 Pre orientovani vzdialenost’ d(¢) bodu B(¢)= [x(t), y(t)] Bézierovej
krivky  B(f) = iB,.j (t)V,, kde V,=[viv'], 1€(0,) od priamky
[: ax+by+c= 6:();)1ati

d(1)=Y B, (1)d, . kde

_av; + ;y +c

Ja* +b*

je orientovand vzdialenost’ bodu V. od priamky /. Teda funkcia d(z) je Bézierova

l

d,

,1€0, ...,n

polynomicka funkcia.
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3
Veta 3.1 Bod B(r) Bezicrovej krivky B()=) B, (f)V,, kde V,=[vv/],
i=0
te<0,l> je prieseCnikom krivky s priamkou /: ax+by+c=0 prave vtedy, ked
3
gislo 7 €(0,1) je koretiom Bézierovej polynomickej funkcie d ()= D B(1)d, , kde
i=0

av; +bv’ +c

\Ja® +b’

Doékaz. Veta je zrejmym dosledkom lemy 3.1.

d, -

,1€0, ...,n.

TakZe pri vySetrovani prieniku krivky a priamky budeme urcovat’ hodnotu parametra
t (ak existuje), pre ktoru d(¢) =0, t.j. ,,vzdialenost’ ““ bodu B(¢) od priamky / je nu-
lovd. Znamend to vyuzit PT algoritmus. Pred jeho zaradenim potrebujeme dodat’
vstupné hodnoty. Zostavime CL algoritmus, ktorého datové vstupné hodnoty su:
riadiace body V,,V,,V,,V, apriamka /: ax+by+c=0, a*+b> =1 (obr. 14).

CL algoritmus (Curve-Line algorithm).:

1. Vycislenie orientovanej vzdialenosti d, (3.4) riadiacich vrcholov Beziero-
vej krivky od danej priamky / (obr. 11 - d,,d,,d,,d;)

Obr. 14 Zadanie CL algoritmu a vy¢islenie
orientovanej vzdialenosti d;

2. Urcenie riadiacich vrcholov D, D,, D,, D, novej krivky, kde D, = {%;dl]

pre i=0,1,2, ... ,n
3. PT algoritmus pre funkciu d (t) (obr. 15 ilustruje vysledok PT algoritmu)
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da

~Y

Obr.15 CL algoritmus

3.3 Prieniky typu KRIVKA - KRIVKA

Hlavnym krokom pripravovaného algoritmu bude transformacia ulohy prieniku typu
krivka - krivka na typ ulohy prieniku priamok, ¢o urychli ¢as vypoctu algoritmu.
Druhym délezitym krokom je zostrojenie hrubej priamky’. Uréime ju podla
nasledovnej definicie.

Definicia 3.1 Hrubou priamkou Bézierovej krivky v E* nazyvame kazdy rovinny
pas, v ktorom lezia vSetky body krivky, pricom hrani¢né priamky pasu st rovnobezné
s priamkou spajajucou prvy aposledny vrchol riadiaceho mnohouholnika krivky.

(obr. 16)
YA / !”
: \.d,p:,r"l_.__ - 1

o . ({Ji.‘fl-_i.l‘\ / "
o1 i ; :
Obr.16 Hruba priamka krivky

> X

Podl'a definicie 3.1 ma Beézierova krivka nekonec¢ne vela hrubych priamok. NaSim
cielom je skonStruovat’ ¢o mozno najuzsiu.

3 Z anglického Fat Line
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3.3.1 KonStrukcia hrubej priamky

Nech su v rovine dané riadiace body V,, V,, V,, V, Bezierovej krivky. Zostrojme
priamku / spajajicu prvy bod V, aposledny bod V, riadiaceho polygénu. Priamka
[=V,V, marovnicu ax+by+c=0, a’ +b*> =1. Pre kazdy vrchol riadiacej lomene;
Ciary pouzime vztah (3.4) na vypocet orientovanej vzdialenosti d, bodu V, od
priamky /; dostdvame mnozinu Cisel {do, d, d,, d3}. Z tejto mnoziny vyberieme
minimalnu a maximalnu hodnotu

d., =min{d,, d,, d,, d}

min

d. =max{d,, d,, d,, d}.

max

3
Veta 3.2 Hrub4 priamka krivky Y B,,(¢)V, j e mnozina bodov X e E?, pre ktoré
i=0

d.<d <d

kde d, je orientovana vzdialenost’ bodu X od priamky /.

max ?

Veta 3.3 Ak ma priamka / = V,V, normovanu rovnicu ax+by+c=0 (a2 +b° = 1) ,

tak hrani¢né priamky /' a /" hrubej priamky krivky zostrojime tak, aby boli rovno-
bezné s priamkou / a ich orientovana vzdialenost’ od priamky / je d_ ., d_ aich

min ? max
rovnice su
1. —
[":ax+by+c+d =0

[":ax+by+c+d , =0.
Takto zostrojend hrubd priamka (rovinny pas s hraniénymi priamkami /', /") obsa-
huje vSetky body KO. Pripominame, Ze veta 3.2 plati pre Beézierovu krivku I'ubovol-
ného stupna.

Pre kvadraticku a kubicki Bezierovu krivku vSak vieme urcit’ eSte uzsi rovinny pas
['l". Dovodom je urychlenie algoritmu vySetrenia prieniku dvoch Bézierovych kri-
viek, pozri [8, str. 26-28].

3.3.2 Kbvadraticka Bézierova krivka a jej uzsia hruba priamka

Pozrime sa na orientované vzdialenosti bodov kvadratickej Bézierovej krivky. Vy-
chddzajme zo vztahu (3.3) vzdialenostnej funkcie a prepiSme ho pre kvadraticku
Bézierovu krivku
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2 2
d(t)= Z(avf +bv + c)Bl.,2 ()= Z:diBiﬂ2 (1)
=0 ~——————— i=0
d;
Nech V,,V,,V, suriadiace body Bezierovej krivky. Uréme vzdialenostnt funkciu
d(t)=d,B,,(1)+dB,(t)+d,B,,(1).

Hodnoty d, =d, =0, pretoze riadiace vrcholy V,V, st bodmi priamky /, a teda mo-
zeme zapisat’

d(t)=dB,(t)=d2(1-1).

N4ajdenim extrémov kvadratickej funkcie d (t) na intervale <a,b> ziskame hodnoty

d_ . =min {O,i}
2

d, .. =max {O,i} ,
2

ktorymi vieme ohranicit’ rovinny pas k'k" uzsi nez hruba priamka z vety 3.3 (obr.
17).

YA v
\ y d‘- -
‘% \ k'
V, T~(=l"=k"
51 : > X

Obr. 17 UzZsia hruba priamka kvadratickej
Bézierovej krivky

3.3.3 Kubicka Bézierova krivka a jej uzsia hruba priamka

Vychadzajme znovu zo vztahu (3.3) pre vyjadrenie orientovanych vzdialenosti
a zapiSme vzdialenostnll funkciu pre kubicku Bézierovu krivku

3
d(1)=>.dB (1), i=0,1,23.
i=0

Nech V,,V,,V,,V, striadiace body Bezierovej krivky. Uréme vzdialenostnti funk-
ciu
d(t)=d,B,,(t)+dB,(t)+d,B,,(t)+d,B,,(t).
Hodnoty d, =d, =0, pretoZe riadiace vrcholy V,,V, st bodmi priamky / a teda mo-
Zeme zapisat’
d(t)=d B, (1)+d,B,,(1)
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d(t)=d3t(1—1) +d,3 (1-1)=3t(1—1).[ d, (1 1)+ dyt ].
Tu uz musime uvazovat’ dva pripady pre orientované vzdialenosti d,, d,
v ak dd, >0, tj. body V,, V, lezia v jednej polrovine vzhl'adom na /, dosta-

vame
min{0,d,,d,} <(1-t)d, +td, <max{0,d,,d,}

a 3t(1-¢)min{0,d,,d,} <d(t)<3t(1-1)max{0,d,,d,}
Najdime extrémy funkcie A(¢)=3¢(1—1). Funkcia /() ma extrém pre 7=

a nadobuda hodnotu h(%)z% Rovinny pas k'k" vieme ohraniCit' tymito

d . —mln{O 3d 3d}

d, . =max {0,%d —dz} (obr. 18)

hodnotami

1 - - > X

Obr.18 Uzia hruba priamka kubickej
Bézierovej krivky a,

v ak dd, £0,tj.body V,, V, lezia v r6znych polrovinach vzhl'adom na /, uva-
zujme pripad ked’ d, <0, d, 20

(1-t)d, <(1-1)d, +td, <td,

2 3(1-1) d, <d(1)<30(1-0)d,

Najdime extrémy funkcii m(t)=3t(l—t) , n(t)=3¢*(1-1). Funkcia m(t)

ma extrémy pre ¢, =0, ¢, zé a nadobuda v nich hodnoty m(O) 0, m( ) ;

a funkcia n(t) ma extrémy pre £, =0, 1, zé a nadobuda v nich hodnoty

n(0)=0, n(%) =2. Z toho vyplyva

dmin = min {O:idl}a dmax = max {O,idz} .
9 9

Analogicky pre d, >0, d, <0 dostavame
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dmin = min {Oaidz} 5 dmax = max {O,Edl} .
9 9
TakZe moZeme pisat’ spolocne pre d,d, <0

d_ :min{o,fdl,fdz}
9 "9

max

d :max{O,gdl,gdz} (obr. 19)

Obr.19 UzSia hruba priamka kubickej
Bézierovej krivky b,

Pri hl'adani spolo¢nych bodov dvoch Bézierovych kriviek v rovine budeme striedavo
orezavat’ jednu z nich hrubou priamkou druhej krivky, prvi krivku méze pretat’ iba
ta Cast’ druhej, ktora lezi v hrubej priamke prvej krivky.

Podobne ako pri predchadzajucom algoritme prieniku priamky s krivkou vyuZzijeme
vzdialenostni funkciu vrcholov riadiaceho polygéonu Bezierovej krivky od pevne
zvolenej priamky a nasledne zavedieme novu Bézierovu krivku. Je to kvoli tomu, ze

funkcia d ()= d,B,,(t) je polynomicka funkcia v Bernsteinovom tvare a mozeme
i=0

ju reprezentovat’ ako Bezierovu krivku v tvare
D(r)=(t.d(t))= Z DB, (t), i=0,1,2,3,
i=0

s riadiacimi vrcholmi D, = [i;di } , pozri [8, str. 28-29].
n

Ked’ze budeme pracovat’ aj s orezdvanim konvexného obalu, mézeme hovorit’, ze CC
algoritmus je spojenim algoritmov PT a CL. Aby sme vylucili tie pripady poloh kri-
viek, kedy nie je potrebné pocitat’ prienik kriviek, urobime predspracovanie tymto
testom.
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Test D
(nepretinanie sa konvexnych obalov dvoch Bezierovych kriviek pomocou
minmax 0balov6)
Jednoduchou metddou na zistenie, €i sa konvexné obaly dvoch Bezierovych kriviek
pretinaju, je vyuzitie minmax obalov.

Definicia 2.4 Nech je dana krivka B(7), t € <a,b>. Minmax obalom nazveme naj-

mensi rovnobeznik, ktory obsahuje konvexny obal krivky B(¢) a ktorého strany su
rovnobezné so suradnicovymi osami.

To znamena, Ze jeho lavy dolny roh ma sradnice (X,,,,V,.) apravy horny roh
(X x> Vax ) » PTiGOM x,; resp. x,.. je minimélna resp. maximalna hodnota x strad-

nica y_. resp. y . je minimalna resp. maximalna hodnota y suradnic vSetkych vr-

cholov riadiaceho polygénu (obr. 20), pozri [9, str. 146-147]. Po jeho vytvoreni mo-
zeme v kratkom case zistit’ prienik minmax obalov dvoch kriviek.

Obr.20 Minmax obal
Teraz sa zamerajme na konStrukciu algoritmu prieniku dvoch Bézierovych kriviek,

pri¢om vyuzijeme metddu hrubej ¢iary. Nech st dané krivky svojimi riadiacimi vr-
cholmi

V()= Z":Bl.)n (1)V,, t€(0,1),

P(s)= z":Bm (s)P, s€(0,1) (obr. 21).

8 7 anglického Minmax bounding box
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> X

v,

(o]

Obr.21 CC algoritmus: a) zadanie

CC algoritmus (Curve-curve algorithm):

1. TestD
(nepretinania sa konvexnych obalov dvoch Beézierovych kriviek pomocou

Minmax obalov)
AKk sa konvexné obaly pretinaji, tak chod’ na krok 2,
inak sa krivky nepretinaju a algoritmus
skonc¢i
2. Konstrukcia hrubej priamky /'/" krivky P(s), s e<0,1> v smere priamky

P,P (obr.22)

Ak vstupné krivky su druhého alebo tretieho stupna, podl'a postupov uvede-
nych v podkapitolach 3.3.2, 3.3.3 z(Zit' hrubu priamku na mensi rovinny
pas.
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3.

Obr.22 CC algoritmus: b, konStrukcia hrubej priamky a orientované vzdialenosti

Konstrukcia priese¢nikov krivky V(¢) s priamkami /' a /", t.].

CL algoritmus:

4. Orientovand vzdialenost d] =av' +bv’ +c vrcholov riadiaceho polygonu
V,, ..., V, od priamky /: dostdvame mnozinu {doz,df, ,a’f}
5. Urcenie riadiacich vrcholov D, D,, ... ,D, novej Bezierovej krivky, kde
I
D, =[—;df} pre i=0,1,2, ...,n.
n
6. Stotoznenie priamky / s parametrickou osou .
7' Priamky lmin’ lmax : lmax |l /\ |llmax = dllTlaX
lmin |l A |llmin = drlnin
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da

l max

H
drnax

> [=t

o]

D_:-t.
.

z
dg

- — — — — ——— — — —

Zmin

D,

Obr. 23 CC algoritmus: ¢, novovytvorena Bézierova krivka

Upraveny PT algoritmus:
8. UrCenie konvexného obalu novovytvorenej krivky svrcholmi D.,

i=0,1, ..,n
9. TestA
10. Test B

11. Priemet prieniku /

min

NKO naos ¢, ¢o je <t1*,t;>,resp. t =t,.

Priemet prieniku /(KO na os ¢, o je <t1* *,t;*> ,resp. ¢ =t .

lmax

*

12. Urcenie ¢ ¢t Z mnoziny {tl*,t;, vt tl**,t;*, t**}

min > “max > u? %y

13. Pre hodnoty ¢ t .. vycislit body odpovedajuce na krivke V(tmin),

V (t,.) pOvodnej krivky V(¢). Dostavame orezanu krivku V'(z), pre
ktord V*(0)=V (£, ), V'(1) =V (£, )-

14. Test C
(percentudlne porovnanie zmeny novovzniknutého intervalu <tmm, tmax>
voci pévodnému <a, b> , resp. predchadzajicemu intervalu) ’
Ak |t <0 |b —a

max tmin >

tak chod’ na krok 15,

7 Inak povedané, ak sa pri opakovanom orezavani nezmenil predchadzajuci interval
<t t > voci novovzniknutému o viac ako napr. 15%, mdzeme predpokladat

min % “max
viac korefiov polynému. Vtedy sa interval rozdeli na 2 menSie intervaly
a pokracujeme s orezavanim pre kazdu Cast’ samostatne.
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_ |tmax ~ “min

inak pre 7, = =5 rozdel’ Bézierovu krivku B(¢) na dve nové Bézie-

rove krivky V,'(7), te(tmin,t0>, V,'(1), te(t t > a spat’ na krok 1 pre

02 "max
obidve nové krivky.
15. CPB — pre krivku V'(¢), resp. pre krivky V,'(¢), V,'(7).
16. Spét’ na krok 1 (CC algoritmus upravujeme pre druht krivku a opakujeme,

pokial [V/V;|<z, PP

<g, pricom ¢ je dopredu pevne zvolena hod-

nota).

Obr.24 CC algoritmus: d, vysledok

V CC algoritme sme pouzili upraveny PT algoritmus namiesto klasického, pretoze
déava krat$i Cas na orezanie, ale Sir§iu hrubu priamku v kazdom cykle algoritmu, ¢o sa
pri programovej implementécii javi ako podstatnd vyhoda.
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Kapitola 4

Projekt dizertacnej prace

V oblasti pocitacovej grafiky je vel'a problémov, pre ktoré neexistuje presné riesenie
a s narastajucimi narokmi na skratenie ¢asu vypoctu najma algoritmov vykresl'ovania
scény v realnom Case tieto problémy dostavaju novy rozmer. Medzi také problémy
patri napriklad osvetlenie, viditelnost, zrkadlenie a iné. VSetky ulohy tohto typu vy-
chadzaju z problému hladania prieniku priamky s plochou, ktory sa da prelozenim
pomocnej roviny redukovat’ na problém prieniku priamky s rovinnou krivkou. Vse-
obecnejsie, ide o prienik dvoch rovinnych kriviek. Ajpreto metodu Beézierovho
orezavania sa budeme snazit’ rozsirit’ do priestoru E° s vyuzitim d’al$ich reprezenta-
cii kriviek. Dalsie rozsirenie z E* na E° je mozné chapat’ ako hladanie prienikov
ploch, tvorenych krivkami, pripadne hl'adanie prienikov ploch s krivkami.

Ako sme naznacili uz v uvode, celd praca je zalozena na tedrii Bezierovych kriviek
aich vlastnosti konvexného obalu. Je nevyhnutné spomenut’, ze Bézierove krivky
maji okrem mnohych vyhod aj isté nevyhody. Jednak je to fakt, Ze svoje riadiace
body (okrem prvého a posledného) len aproximuju a jednak je to globalna zmena, t.].
pri zmene jedného vrcholu sa meni celd krivka, preto pri geometrickom modelovani
kriviek niekedy dochadza k taZzkostiam. Tu sa zameriame na iné typy kriviek.

4.1 Bezierove orezavanie pre nebezierovské krivky

Nevyhody Bezierovych kriviek ,,odstraniuju* rézne druhy splajnovych kriviek, ktoré
su mnohé interpolaéné a maju vyhodu lokalnej zmeny; pri zmene jedného vrcholu
riadiacej lomenej Ciary sa zmenia len v okoli tohto bodu. Niektoré druhy splajnovych
kriviek sme spomenuli v podkapitole 1.3. Nastastie, segmenty splajnovych kriviek
mozno vyjadrit’ v tvare Bézierovych kriviek, preto moZno uvaZovat aj o rozSireni
Bézierovho orezavania na takéto krivky.

Vlastnost’ konvexného obalu maju aj mnohé triedy splajnovych kriviek, teda nielen
ich jednotlivé useky. Pokusime sa zistit’, do akej miery mozno previest' idey Bézie-
rovho orezéavania do tejto oblasti.
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Pretoze metdda Bezierovho orezdvania ma vela nedorieSenych otazok, spomefnime
aspon niektoré, ktorym sa budeme venovat v dizertacii:

4.2 Konvergencia Bézierovho orezavania

Ako znédzvu vyplyva, bude re¢ o dokaze, ktory zabezpeci, Ze po konecnom pocte
krokov orezavania konvexného obalu krivky [podkapitola 3.1] bude vzdialenost’ bo-
dov ¢ . Parametrickej osi t mensSia ako kladna konStanta ¢ vopred zadana, t.].

[’

min > “max

min

<¢. Ide o dokaz, prostrednictvom ktorého ukdzeme, Ze priese¢nik krivky
s osou ¢ naozaj existuje a s istou odchylkou ho dokézeme vycislit’ ako stred tsecky
t .t

min max °

4.3 Programova realizacia

Podstatou programovej realizécie algoritmov opisanych v kapitole 3 bude ich imple-
mentacia do programovacieho jazyka Pascal v prostredi Delphi 4.0. Pretoze algo-
ritmy st pomerne naro¢né, bude potrebné dorieSit vela problémov spojenych
s prepisom do aktudlneho programovaciecho jazyka a vizualizdciou geometrickych
situacii skiimanych kriviek. Predmetom d’alSej prace sa stdva aj rozSirenie stupiia n
Bézierovych kriviek na stupne vacsie ako 3, popripade najst’ a overit’ vzt'ahy Bezie-
rovho orezéavania euklidovského priestoru vyssej dimenzie.

Pri rieSeni prienikov kriviek mézeme vysetrovat’ spravnost’ vysledkov aj analytickym
spdsobom. Povazujeme to za matematicky presny a spravny postup rieSenia korefiov
polynémov. Nesie to vSak so sebou nevyhodu z hl'adiska programovej implementacie
pre stupen kriviek n >4 . Konkrétne do stupiia =2 mame vel'mi jednoduché metody
rieSenia korenov polyndémov, pre stupen 3 existuju tzv. Cardanove vzorce a pre stu-
peit 4 vzorce pochadzajice od Ferrariho, praca s ktorymi je ale naro¢na .® Podla
Galoisovej tedrie, pre stupne vicsie ako Styri prisluSné vzorce neexistuji. Pritom nasa
metoda, metoda Beézierovho orezavania, je pouzitel'na aj vtedy.

4.4 Experimenty

V tejto Casti sa zameriame na experimentalnu stranku problému. Budeme testovat’ na
mnohych (rddovo desiatkach) nahodnych 1 riadenych pokusoch, ¢i algoritmus dava
spravny vysledok. Dalej by bolo vhodné overit’ chybu, s akou algoritmus pracuje
a tiez jeho rychlost’. Z tychto hladisk porovname algoritmus s analyticky presnym
vypoctom (ak je mozny) a s klasickymi numerickymi algoritmami (Newtonov, dele-
nie intervalu a in¢).

% Riesenie rovnice 3. stupiia sa pripisuje G. Cardanovi (1501-1576) a prvé rie$enie
rovnice 4. stupiia sa podarilo ngjst’ Cardanovmu Ziakovi L. Ferrarimu (1522-1565).
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Ako sme spomenuli na konci CC algoritmu [kapitola 3.3.3], pri probléme vySetro-
vania prieniku dvoch Beézierovych kriviek mézeme vyuzit’ dve metddy orezania kon-
vexného obalu krivky pomocou hrubej priamky. Preto bude zaujimavé Statisticky
overit' a porovnat’ rychlost’ konvergencie oboch variant algoritmu a vybrat’ vhodnej-
$iu z nich.
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